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Wymagania wstepne

Wiedza z zakresu matematyki okreslona przez podstawe programowg ksztatcenia matematycznego na
poziomie rozszerzonym w szkole $redniej. Postuguje sie narzedziami matematyki z zakresu szkoty Sredniej
oraz ma umiejetno$¢ przeprowadzania poprawnych wnioskowan logicznych. Rozumie potrzebe ciggtego
ksztatcenia sie oraz rozwoju kompetenc;ji.

Cel przedmiotu

Przekazanie studentom podstawowej wiedzy z analizy matematycznej w zakresie pojecia funkciji
rzeczywistych jednej i wielu zmiennych, rachunku rézniczkowego i catkowego, szeregow liczbowych i
potegowych oraz réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Rozwijanie u studentéw umiejetnosci rozwigzywania
problemow z zastosowaniem narzedzi analizy matematycznej.

Przedmiotowe efekty uczenia sie

Wiedza:

1. Zna podstawowe zagadnienia z zakresu granicy funkcji, pojecie pochodnej funkcji, metody obliczania
pochodnych i zastosowania pochodnych funkgciji.

2. Scharakteryzuje podstawowe metody badania zbieznoéci ciggéw nieskonczonych, szeregéow



liczbowych i szeregéw potegowych.

3. Ma wiedze dotyczacg catki nieoznaczonej, oznaczonej i niewtasciwej, podstawowych metod
catkowania oraz zastosowan rachunku catkowego funkcji jednej zmiennej.

4. Zna pojecia pochodnej czgstkowej funkcji wielu zmiennych oraz rézniczki zupetnej, metody obliczania
ekstremow lokalnych funkcji dwoch zmiennych i funkcji uwiktanej jednej zmienne;.

5. Zna wybrane typy rownan rézniczkowych zwyczajnych oraz metody ich rozwigzywania.

Umiejetnosci:

1. Wyznaczy granice ciggu liczbowego, obliczy granice funkcji oraz zbada jej ciggto$¢. Ponadto zbada
zbieznosc¢ szeregu liczbowego i szeregu funkcyjnego.

2. Obliczy pochodng funkcji jednej zmiennej, wyznaczy ekstrema funkcji, zbada jej monotonicznosc,
wypuktos¢, wklestos¢ oraz punkty przegiecia. Zastosuje metode obliczania ekstremum w zadaniach
optymalizacyjnych, rozwinie funkcje w szereg Taylora i Maclaurina.

3. Obliczy catke nieoznaczong, oznaczong i niewtasciwa, wybierajgc odpowiednig metode catkowania.
Zastosuje catke oznaczong w geometrii.

4. Obliczy pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych, wyznaczy ekstrema lokalne funkcji dwoch
zmiennych i ekstrema funkcji uwiktanej jednej zmiennej. Zastosuje rézniczke zupetng do obliczen
przyblizonych.

5. Rozpozna typ réwnania rozniczkowego zwyczajnego i zastosuje odpowiednig metode rozwigzania.

Kompetencje spoteczne:
1. Jest Swiadomy poziomu swojej wiedzy w zakresie badan w naukach Scistych i technicznych.
2. Jest Swiadomy pogtebiania i poszerzania wiedzy w celu rozwigzywania nowo powstatych probleméw.

Metody weryfikacji efektéw uczenia sig i kryteria oceny
Efekty uczenia sie przedstawione wyzej weryfikowane sg w nastepujgcy sposob:

Ocena formujgca:

- na podstawie odpowiedzi na pytania dotyczgce materiatu oméwionego na wyktadach oraz oceny
biezgcego postepu realizacji zadan w ramach ¢wiczen,

Ocena podsumowujgca:

- wiedza nabyta w ramach wyktadu jest weryfikowana przez egzamin pisemny. Zadania majg charakter
teoretyczny lub praktyczny. Egzamin oceniany jest w systemie punktowym. Warunkiem zdania egzaminu
jest uzyskanie co najmniej 50% punktow.

- w ramach éwiczen efekty ksztatcenia weryfikowane sg przez dwa kolokwia, ocenianie ciggte oraz
uzyskiwanie punktow dodatkowych za aktywnosc¢ i prace podczas zaje¢. Warunkiem otrzymania
pozytywnej oceny z ¢wiczen jest uzyskanie co najmniej 50% punktow.

Tre$ci programowe

. PRZEGLAD FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ | ICH WEASNOSCI

.CIAGI LICZBOWE

. GRANICA | CIAGLOSC FUNKCJI

. POCHODNA FUNKCJI

. CALKI NIEOZNACZONE ,

. CALKI OZNACZONE | NIEWLASCIWE

. SZEREGI LICZBOWE | POTEGOWE

. ELEMENTY RACHUNKU ROZNICZKOWEGO FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

. WYBRANE ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJINE PIERWSZEGO RZEDU

OCOoONOOTPA,WN -

Tematyka zaje¢

Wyktad:

1. PRZEGLAD FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ | ICH WEASNOSCI

- Definicja funkcji, dziedzina, zbiér warto$ci, wykres funkciji

- Funkcja monotoniczna, ograniczona, okresowa, parzysta, nieparzysta, ztozona

- Suriekcja, iniekcja, funkcja odwrotna

- Logarytm naturalny, funkcje cyklometryczne, funkcje hiperboliczne i odwrotne do nich



- Funkcja uwiktana, okreslona parametrycznie, krzywa we wspotrzednych biegunowych

2. CIAGI LICZBOWE

- Definicja ciggu liczbowego

- Ograniczono$¢, monotonicznosé ciggu

- Granica ciggu (w tym liczba e), ciggi zbiezne, rozbiezne

- Twierdzenia o ciggach (w tym Twierdzenie o 3 i 2 ciggach oraz o arytmetyce granic ciggow)

3. GRANICA | CIAGLOSC FUNKCJI

- Definicja granicy funkcji w punkcie, granice wiasciwe i niewtasciwe funkcji w punkcie, granice
jednostronne wiasciwe i niewtasciwe funkcji w punkcie oraz granice wiasciwe i niewtasciwe w
nieskonczonosci

- Twierdzenia o granicach funkcji (w tym Twierdzenie o arytmetyce granic funkcji oraz o 3 i 2 funkcjach)

- Wyrazenia nieoznaczone i granice pewnych wyrazen nieoznaczonych

- Ciggtosc funkcji w punkcie

- Wiasnosci funkcji ciggtych (w tym Twierdzenie Weierstrassa i Darboux)

- Punkty nieciggtos$ci pierwszego i drugiego rodzaju

4. POCHODNA FUNKCJI

- Definicja pochodnej funkgiji, interpretacja geometryczna pochodnej, pochodne jednostronne, twierdzenia o
pochodnej funkcji (o dziataniach arytmetycznych na pochodnej, o pochodnej funkcji odwrotnej, o pochodne;j
funkciji ztozonej, o pochodnej funkcji okreslonej parametrycznie)

- Prosta styczna, normalna do wykresu funkgciji

- Rézniczka funkcji, zastosowanie rézniczki do obliczeh przyblizonych

- Reguta de I'Hospitala

- Pochodne wyzszych rzedow, wzor Leibniza

- Wtasno$ci funkcji rézniczkowalnych

- Wz6r Taylora, Maclaurina i wybrane zastosowania

- Asymptoty funkgiji

- Ekstrema lokalne i absolutne

- Monotonicznos¢ funkgiji

- Punkty przegiecia wykresu funkgiji

- Wklestos¢, wypuktosc funkcji

- Zastosowanie ekstremow w zadaniach optymalizacyjnych

5. CALKI NIEOZNACZONE

- Funkcja pierwotna, twierdzenia o catkach nieoznaczonych (m.in. o catkowaniu przez podstawienie i przez
czesci)

- Rozktad na utamki proste funkcji wymiernej wtasciwej, catkowanie funkcji wymiernych

- Catkowanie funkcji trygonometrycznych (w tym uniwersalne podstawienie trygonometryczne) i pewnych
funkcji z niewymiernosciami (w tym podstawienia Eulera, metoda wspotczynnikdéw nieoznaczonych)

6. CALKI OZNACZONE | NIEWELASCIWE

- Definicja catki oznaczonej Riemanna, interpretacja geometryczna catki oznaczonej, Twierdzenie Newtona-
Leibniza

- Wiasnosci catki oznaczonej

- Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie i przez czesci dla catki oznaczonej

- Zastosowania geometryczne catek oznaczonych, gdy funkcja dana jest w postaci jawnej, parametrycznej i
we wspotrzednych biegunowych

o pole obszaru ptaskiego

o dtugosc krzywej

0 objetosc¢ i pole powierzchni bocznej bryty obrotowe;j

- Catki niewtasciwe pierwszego i drugiego rodzaju

7. SZEREGI LICZBOWE | POTEGOWE

- Definicja szeregu liczbowego, suma szeregu liczbowego, warunek konieczny zbieznosci szeregu
liczbowego

- Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach dodatnich (d'Alemberta, Cauchy'ego, porownawcze, catkowe)
- Szereg naprzemienny, kryterium Leibniza zbiezno$ci szeregu naprzemiennego

- Zbieznos$¢ bezwzgledna i warunkowa szeregu

- Szereg potegowy, promien i przedziat zbieznosci szeregu potegowego

- Rézniczkowanie i catkowanie szeregu potegowego

- Szereg Taylora, Maclaurina, obliczenia przyblizone

8. ELEMENTY RACHUNKU ROZNICZKOWEGO FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

- Dziedzina funkcji dwdch zmiennych

- Granice funkcji dwéch zmiennych



- Pochodne czgstkowe

- Rézniczka zupetna funkcji dwoch zmiennych, obliczenia przyblizone

- Ekstremum funkcji dwoch zmiennych

- Ekstremum funkciji uwiktane;j

9. WYBRANE ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE PIERWSZEGO RZEDU

- Definicja rownania rézniczkowego zwyczajnego, catka szczegdlna, catka ogélna réwnania rézniczkowego
zwyczajnego, zagadnienie Cauchy'ego

- Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego o zmiennych rozdzielonych, jednorodne, liniowe jednorodne i
niejednorodne

Cwiczenia:

1. PRZEGLAD FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ | ICH WEASNOSCI

- Dziedzina, zbiér wartosci, wykres funkciji

- Funkcja monotoniczna, ograniczona, okresowa, parzysta, nieparzysta, ztozona

- Funkcja odwrotna

- Logarytm naturalny, funkcje cyklometryczne, funkcje hiperboliczne i odwrotne do nich

2. CIAGI LICZBOWE

- Ograniczono$¢, monotonicznosé ciggu

- Granica ciggu (w tym liczba e), ciggi zbiezne, rozbiezne

- Twierdzenia o ciggach (w tym Twierdzenie o 3 i 2 ciggach oraz o arytmetyce granic ciggéw)

3. GRANICA | CIAGLOSC FUNKCJI

- Granica funkcji w punkcie, granice wtasciwe i niewtasciwe funkcji w punkcie, granice jednostronne
wiasciwe i niewtasciwe funkcji w punkcie oraz granice wtasciwe i niewtasciwe w nieskornczonosci

- Twierdzenia o granicach funkcji (w tym Twierdzenie o arytmetyce granic funkcji oraz o 3 i 2 funkcjach)

- Wyrazenia nieoznaczone i granice pewnych wyrazeh nieoznaczonych

- Ciggtosc funkcji w punkcie

- Punkty nieciggto$ci pierwszego i drugiego rodzaju

4. POCHODNA FUNKCJI

- Definicja pochodnej funkcji, twierdzenia o pochodnej funkciji (o dziataniach arytmetycznych na pochodnej,
o pochodnej funkcji odwrotnej, o pochodnej funkcji ztozonej, o pochodnej funkcji okreslonej parametrycznie)
- Prosta styczna, normalna do wykresu funkgciji

- Rézniczka funkcji, zastosowanie rézniczki do obliczeh przyblizonych

- Reguta de I'Hospitala

- Pochodne wyzszych rzedéw

- Wzér Taylora, Maclaurina i wybrane zastosowania

- Asymptoty funkcji

- Ekstrema lokalne i absolutne

- Monotonicznos¢ funkgiji

- Punkty przegiecia wykresu funkcji

- Wkiestos$¢, wypuktosc funkcji

- Zastosowanie ekstremow w zadaniach optymalizacyjnych

5. CALKI NIEOZNACZONE

- Funkcja pierwotna, twierdzenia o catkach nieoznaczonych (m.in. o catkowaniu przez podstawienie i przez
czesci)

- Rozktad na utamki proste funkcji wymiernej wtasciwej, catkowanie funkcji wymiernych

- Catkowanie funkcji trygonometrycznych (w tym uniwersalne podstawienie trygonometryczne) i pewnych
funkcji z niewymiernosciami (w tym podstawienia Eulera, metoda wspdtczynnikéw nieoznaczonych)

6. CALKI OZNACZONE | NIEWLASCIWE

- Twierdzenie Newtona-Leibniza

- Wiasnos$ci catki oznaczonej

- Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie i przez czesci dla catki oznaczonej

- Zastosowania geometryczne catek oznaczonych, gdy funkcja dana jest w postaci jawnej, parametrycznej i
we wspétrzednych biegunowych

0 pole obszaru ptaskiego

o dlugos¢ krzywej

o objetosc¢ i pole powierzchni bocznej bryty obrotowej

- Catki niewtasciwe pierwszego i drugiego rodzaju

7. SZEREGI LICZBOWE | POTEGOWE

- Suma szeregu liczbowego, warunek konieczny zbieznosci szeregu liczbowego

- Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach dodatnich (d'Alemberta, Cauchy'ego, porownawcze, catkowe)



- Szereg naprzemienny, kryterium Leibniza zbiezno$ci szeregu naprzemiennego
- Zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa szeregu

- Szereg potegowy, promien i przedziat zbieznosci szeregu potegowego

- Rézniczkowanie i catkowanie szeregu potegowego

- Szereg Taylora, Maclaurina, obliczenia przyblizone

8. ELEMENTY RACHUNKU ROZNICZKOWEGO FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH
- Dziedzina funkcji dwéch zmiennych

- Pochodne czgstkowe

- Rézniczka zupetna funkcji dwoch zmiennych, obliczenia przyblizone

- Ekstremum funkcji dwéch zmiennych

Metody dydaktyczne

1. Wyktad: prezentacja multimedialna uzupetniana przyktadami podawanymi na tablicy, teoria
przedstawiana w powigzaniu z aktualng wiedzg studentow.
2. Cwiczenia: rozwigzywanie przyktadowych zadan na tablicy, inicjowanie dyskusji nad rozwigzaniami.

Literatura

Podstawowa

1. M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza Matematyczna 1 i 2, Definicje, twierdzenia i wzory, Oficyna
Wydawnicza GiS, Wroctaw 2019.

2. W. Krysicki, L. Wiodarski, Analiza matematyczna w zadaniach cz. | i Il, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2015.

3. M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza Matematyczna 1 i 2, Przyktady i zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018.

4. \W. Zakowski, G. Decewicz, Matematyka cz. |, Analiza matematyczna, WNT, Warszawa 2017.

5. W. Zakowski, W. Kotodziej, Matematyka cz. I, Analiza matematyczna, WNT, Warszawa 2017.

6. W. Zakowski, W. Leksinski, Matematyka cz. IV, WNT, Warszawa 2012.

Uzupetniajgca

1. H. J. Musielakowie, Analiza matematyczna tom 1 i 2, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 1993.

2. J. Morchato, Z. Ratajczak, J. Werbowski, Matematyka, Réwnania rézniczkowe zwyczajne w
zastosowaniach, Wydawnictwo Politechniki Poznanskiej, Poznan 1992.

Bilans naktadu pracy przecietnego studenta

Godzin ECTS
taczny naktad pracy 150 6,00
Zajecia wymagajgce bezposredniego kontaktu z nauczycielem 62 2,50
Praca wtasna studenta (studia literaturowe, przygotowanie do zajec 88 3,50
laboratoryjnych/éwiczen, przygotowanie do kolokwidéw/egzaminu,
wykonanie projektu)




